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Teoriavariazionaledella frattura

= Griffith (1920), Barenbatt (1959)
= Francfort & Marigo (1998)
= Dal Maso & Toader (2001)

Dato un corpo elasticQ, vincolato sw,Q
e inizialmente integrp



Minimizzare

E(u) = j w(Ou(x)) dx+ yareqT (u))
Q

sotto la condizione

U=u, suo,Q

W densita di energia elastica,

u
Y
I

sSpostamento

densita di energia di frattura,
(u) Insieme di frattura du.



Soluzione del problema
minimizzare

E(u) = [ w(u'(x)) dx+ y#{u],
sotto le condiz(;oni
I
Juydx+ Y [ule=A,  [uli20.
0 K

condizione necessaria di stazionar(@guilibrio):
w'(U'(X)) = cost.
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PerS=4. il minimo globale passa dal ranhb= 0al ramoN = 1.
Si puo concludere ch& e l'allungamento di rottura?
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Problema evolutivoFrancfort & Marigo, 1998)

Dati 0,Q, I'(t), t—> uy(t)
minimizzareE(u) sotto le condizioni
U = u,(t) suo,Q, I T I(t)

_a [l (t) e una condizione direversibilita della frattura
_a soluzione dipende dall’evoluzioneldal crescere di

_a ricerca, ad ogrt, del minimoglobaleimpedisce di
caratterizzare il problema comeoblema incrementale




Differenza tra le risposte del problema evolutivo e
del problema incrementajeaso monodomensionale)

problema evolutivo
E(u) = 3kl ut'2+v#[ut]k min,
u(l) =t,  #[ugl, =

problema incrementale
E(utr) =3kl (u, +/7)2+v#[ut+/7]k min,

nl)=al, #u],=
(e quindi,/; piccolo)



soluzione del problema evolutivo

per skl <y (i< /.= (2y/k))
w(x) =tx, #ul,=0,

per t>p
u.(x) =0, #ul, = 1.

N=0
3y / N=3
2y / N=2
y / N=1




soluzione del problema incrementale
u(x) =tx, #[ul,= 0 per ognit

Infattl, essendo

E(utn) =5 k(U+17)2+ y#[u+ ],
= E(u) +Klug 5 Kl 72+ y#[1ly,

e poichérl + 21l =1 &,
k

non si ha mai chkl u's7 +5kl 72> .

N=0
3y / N=3
La soluzione segue la curva ¥ [
4 N=1

del minimi localiN=0




Risoluzione numerica del problema
evolutivo tridimensionale

Fissatog> 0, si approssimiE(u) col funzionale

& (U, 9) = [ (200 +ke)W(Ou() dx+3 y [ (£ Cs() 2 + 5 (1= ())2) dx
Q Q

ke=0(), s(x) 0 [0,1],
s=1 - no frattura,s = 0 - frattura

\




Si dimostra |d -convergenza della famiglie— &, adE:

Ju, - u, s, - s liminf £€(u,,s) = E(u, s),
[Ju, > u,s, > s: im &J(u.,s) = E(u, s),

Risultati di simulazioni numeriche pentateriale di Blatz
(D., Lancioni & March, 200p

W(F) = a FIF + ¢ (defF)

a >0, ¢ convessa positiva
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Figure 1: Simulation 1. Bulk, surface and total energles as functions of
solid line = neo-hookean material; dotted line = linearly elastic material

([E] = -10° N cm).
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Flgure 5: Bimelatlon 1. Creck dald 5 In O at different valoas of 2.



Flgura 6;: Slmulaclon 1. Deformeid mesh at different waloas of &
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Figura & Simulatiom 2. Folk surfuce and totl enengles as funcilom of
fe: solid Una = ne-bockean matedsl; dodied Une = lnearly elastle matarial
[ [E] = 10N

praticamente simmetrica a trazione-compressione



o m el N
ENET B ENEE BN CH B .

Flgure 10: Simulstlon 2. Creck Aeld 2 in 83 at differemt waluas of £
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Figurz 4: Stmulaiton 3. Buolk, surfers and toiel snomles ws functions of ¢;
sobd llne = neshocksan matertal; dmited lne = lnaardy alastle matartal

({E] = .1* N cm).

transizione bulk-surface piu graduale
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Flgure 14: Simulation 3. Creck Geld # 1n 3 st different waluas of 1.
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Flgura 15 Simidation 3. Daformedd mash st different walusa of ¢

suggerisce rottura a compressione per dilatazrasgdrsale



Ma percheé regolarizzare il procedimento numerico,
e non I'espressione dell’energia?

Regolarizzazionalla Barenblatt

E@) = | w(Oula))dx + | (lul(x))da

6 = energia coesiva
N
14

[




equazioni fondamental
equilibrio:  a=0'(q) =w(e), o=0.
condizione al contorno: e+ 17g=.

energia coesiva derivata curve di risposta
di Barenblatt di tensione-allungamento
N NVA AO K “N=0
a, -
H
e ~_N=1

b\(

la presenza del fattote' nella condizione al contorrm+17q =
permette di cogliere éffetto scala.



effetto scala

AE




Fatica

problema dello scollamento di un filo
iIncollato a un piano rigido

0

v, U (0, v,) oscillante

6= energia coesivdi Dugdale V/




minimizzare E(U) =1 N j U2 (X) dx+ j A(J; (X)) dx

sotto le condizioni w20, u(0) =V,

con.

& () = [ ((r)*dr n (2
0)

(a*= parte positiva da

equazioni di Eulero:
N Uu'(x) =dé(dax)) /do




Soluzione pef di Griffith

u'=8"'=0
due tratti rettilinel, raccordati I

determinazione didopo il primo carico

2 2
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|. non varia al carichi-scarichi successivi
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Soluzione pe¥ di Dugdale

w_ | 0 In(0,A4)
NU _{y/d in(A,1.)

primo ciclo di caricoa(x) = u(x)

due tratti rettilinei separati da un tratto parambu
cul agiscono forze distribuitg/ No

determinazione di , |
u(0) =V, U =d, ul)=u(l)=0,

I 7 U, y/ Nd
Y Vi U |

-
o




primo ciclo di scarico

al ridursi div, la zona parabolica si accorcia,
fino a scomparire par =0

N
< ’[ u,  y/Nd
Vm
_

<« <>
(@

0 Ao X

cicli di carico successivi
S ha un aumento progressivalenitato di A e dil,



un vantaggio fondamentale di questa tecnica
di analisi della fatica e chmone ristretta al
caso di carico ciclico

Jaubert & Marigo (2006) hanno anche
studiato |'effetto di unaollecitazione
anomalaall'interno di un carico ciclico



THE END



